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Tóm tắt. Ma sát Cu lông là vấn đề quan trọng đối với chuyển động máy vì không những làm hao 

mòn các chi tiết máy mà chủ yếu gây khó khăn cho chuyển động của máy, đặc biệt là hiện tượng kẹt 

máy. Các liên kết có ma sát là những liên kết không lý tưởng, loại liên kết mà cho đến thời điểm này 

chưa có phương thức tổng quát xử lý. Trong báo cáo đã đề xuất phương pháp xử lý: đưa phản lực 

liên kết (phản lực tiếp tuyến và phản lực pháp tuyến) vào phương trình chuyển động và  sử  dụng 

tính lý tưởng của phản lực pháp tuyến để loại trừ nó còn  các phản  lực tiếp tuyến  thuộc loại lực tác 

dụng. Nhờ phương pháp này việc viết phương trình chuyển động của hệ chịu liên kết  sẽ không chứa 

các nhân tử Lagrange. Bằng cách như vậy có thể coi phương trình nhận được cùng phương trình liên 

kết  là phương trình chuyển động của cơ hệ. Tuy nhiên trong các phương trình này còn chứa đại 

lượng chưa biết là phản lực tiếp tuyến.  Để nhận được phương trình mô tả hoàn toàn chuyển động 

cơ hệ  đã sử dụng giả thiết về tính chất của phản lực tiếp tuyến, trong trường hợp này là lực ma sát. 

Sử dụng  định luật Cu lông về ma sát trượt để mô tả tính chất vật lý của phản lực tiếp tuyến và nhờ 

đó bài toán được giải quyết: nhận được phương trình mô tả chuyển động của cơ hệ. Phương pháp 

được đề xuất có thể áp dụng cho trường hợp tổng quát  khi  dựa vào  thực nghiệm nhận được quy 

luật vật lý về phản lực tiếp tuyến. 

Từ khóa: Ma sát Cu lông.Phản lực pháp tuyến, Phản lực tiếp tuyến,Điều kiện lý tưởng 

1. Mở đầu 

Liên kết với ma sát thuộc loại liên kết không lý tưởng [1, 2, 3]. Mặc dù vấn đề này được quan tâm rất 

sớm nhưng cho đến nay chưa có một phương pháp cơ học để khảo sát chuyển động của các hệ với loại 

liên kết này vì phản lực liên kết phụ thuộc vào tính chất vật lý của tiếp xúc. Nói một cách khác cần bổ 

sung định luật vật lý của phản lực liên kết. Với ý tưởng này phân tích phản lực thành phản lực pháp 

tuyến và phản lực tiếp tuyến, trong đó phản lực pháp tuyến được xem là lý tưởng, còn phản lực tiếp 

tuyến thuộc lực hoạt động. Vì cơ hệ có liên kết nên tồn tại các phương trình liên kết do không thể chọn 

tọa độ độc lập. Để tránh khó khăn khi thành lập phương trình chuyển động dạng nhân tử  (loại phương 

trình phổ biến hiện nay cho các cơ hệ chịu liên kết mà không loại trừ được bằng cách chọn các tọa độ 

độc lập), bài báo sử dụng phương trình đề xuất (khử nhân tử). Tuy nhiên phương trình nhận được còn 

chứa lực chưa biết là phản lực tiếp tuyến. Việc sử dụng định luật Cu lông về ma sát khô cùng với phương 

trình nhận được và phương trình liên kết đã giải quyết bài toán đặt ra : mô tả chuyển động cơ hệ với liên 

kết đối với trường hợp ma sát Cu lông. 

2. Khảo sát chuyển động của cơ hệ với ma sát 

Kháo sát cơ hệ  gồm N chất điểm Mk, vị trí của nó được xác định bởi các tọa độ xk, yk, zk (k=1, N

) chịu liên kết ma sát [ 4, 5, 6, 7] : 

 ( ) 01 2 3Nf x ,x ,...,x   (1) 

Phương trình chuyển động cơ hệ được viết trong dạng: 

  1,ms
k k k k km r F F N k N     (2) 
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Trong đó: kN  - phản lực pháp tuyến tác dụng lên chất điểm kM , ms
kF   lực ma sát Cu lông nó 

được xác  định từ biểu thức: 

 ( )kms
k k k

k

v
F f N signum

v
   (3) 

Trong tọa độ suy rộng dư ( ; 1, )jq j m  , phương trình chuyển động của cơ hệ có dạng [8, 9, 10]: 

 qt ms)(N) (FAq = Q + Q + Q + Q  (4) 

Trong đó Q  lực suy rộng của lực hoạt động, qt  0 *Q Q Q  - lực suy rộng của các lực quán 

tính, chúng được xác định từ ma trận quán tính A , ( ) ( ), msN FQ Q  tương ứng là lực suy rộng của các phản 

lực pháp tuyến và lực ma sát, chúng có biểu thức: 

 
3 3

( ) ( )

1 1

; ;
ms

N N
k kN F ms

k k

k kj j

r r
N F

q q 

 
 

 
 Q Q  (5)  

Do  tổng công của các phản lực pháp tuyến trong mọi di chuyển ảo có công triệt tiêu nên: 

 ( )NDQ = 0  (6) 

Còn  ma trận D được xác định dựa vào hệ phương trình liên kết. Để nhận được ma trận D , ta viết 

phương trình liên kết trong dạng tuyến tính đối với gia tốc suy rộng: 

 0

1

( , ) 0
m

j j j

j

f q q q f 



   (7) 

Từ đây tính được biểu thức các gia tốc theo các gia tốc độc lập: 

 ; 1,j j jq d q d j m     (8) 

Ma trận D cỡ k m   sẽ có  các yếu tố là ( 1, , 1, )jd j m k m s     . Phương trình liên kết dạng 

(1) có thể được viết trong dạng ma trận: 

 0f q + f = 0  (9) 

Trong đó : f – ma trận cỡ (sxm), còn 0f  -ma trận cột cỡ (mx1). Dựa vào (6 ) ta nhận được: 

 ( )qt FmsDAq = DQ+ DQ + DQ  (10) 

Trong trường hợp cơ hệ chịu liên kết lý tưởng (tức liên kết (1) là lý tưởng), như đã biết [8, 9] 

chuyển động cơ hệ được mô tả bằng hệ phương trình (7) và phương trình: 

 qtDAq = DQ + DQ  (11) 

Tuy nhiên trong trường hợp liên kết (1) có ma sát, nên liên kết là không lý tưởng, hệ phương trình  

(9),  ( 10) là hệ phương trình chưa đầy đủ do xuất hiện các lực ma sát. Để mô tả chuyển động cơ hệ trong 

trường hợp này (trường hợp liên kết không lý tưởng) cần thiết lập các điều kiện bổ sung từ giả thiết ma 

sát thõa mãn định luât  ma sát Cu lông. Cho mục đích này có thể thực hiện như sau: 

Đầu tiên  từ (3) và (4) tính các lực k
kF  và tiếp thay kết quả nhận được vào (10), nó cùng với (9) 

cho một hệ đầy đủ để xác định chuyển động của hệ chịu liên kết có ma sát. 

Tiếp theo  tách vật và sử dụng định luật ma sát Cu lông để tính lực ma sát  chỉ liên quan đến các 

yếu tố  động lực tác dụng lên cơ hệ cùng trạng thái chuyển động cơ hệ (gia tốc, vận tốc, tọa độ) trong đó 

đã loại trừ các phản lực pháp tuyến và thay chúng vào (10). 
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Trong cách như vậy chuyển động cơ hệ với liên kết không lý tưởng được mô tả bởi hệ phương 

trình (9), (10) và điều kiện bổ sung được thành lập (11). 

3. Khảo sát động lực học của cơ cấu tay quay con trượt 

Để minh họa phương pháp được đề xuất khảo sát chuyển động của cơ cấu tay quay con trượt gồm 

tay quay có chiều dài l1 được cân bằng tĩnh và mô men quán tính đối với trục quay là J1  thanh truyền có 

chiều dài l2 , khối lượng m2, khối tâm C2 (AC2=c2) mô men quán tính đối với khối tâm bằng J2  , con trượt 

có khối lượng m3 chịu tác dụng lực F ngược với chiều chuyển động của con trượt và chịu tác dụng lực 

ma sát trượt Cu lông.Tay quay chịu tác dụng ngẫu lực M (Hình 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Đầu tiên tính ma trận quán tính A. Cấu hình được xác định bởi các tọa độ q1, q2 Sử dụng phương pháp 

ma trận truyền ta thiết lập các ma trận sau [10]: 
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1 2

11 21

t t

t t

 (12) 

Vị trí khối tâm C2 và khối tâm con trượt B được xác định bởi các ma trận : 

    2 0 1 ; 2 0 1
T T

c Bc l   r r                        (13) 

Ở đây ký hiệu T ở  góc cao nhất bên phải là phép tính chuyển vị. Các yếu tố ma trận quán tính 

được tính như sau: 

 

2 2
11 2 3 1 2 2 2 2 1 2 2

2 2
3 1 2 1 2 2 1 2

2 2
12 2 3 2 2 2 2 1 2 3 2 1 2 2 3

2
22 2 2 1 3 2

( 2 cos )

( 2 cos ) ;

( cos ) ( cos ) ;

a m m J J m c l l c q

m l l l l q J J

a m m J m c c l q m l l l q J
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21

T T T T T T
2 2 11 11 2 2 2 11 11 2

T T T T T
2 21 1 11 2 2 1 11 2

r t t t t r r t t t t r

r t t t t r r t t t t r

2J

 (14) 

Để tính lực suy rộng của các lực quán tính, ta sử dụng các công thức: 
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A A  

Do đó lực suy rộng của các lực quán tính có biểu thức: 

 0 *qt  Q Q Q                                                      (16) 
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                    (17) 

Thế năng của cơ hệ: 

                2 1 1 2 1 2( sin sin( )m g l q c q q      (18) 

Để tính lực suy rộng của lực ma sát và phản lực pháp tuyến ta dựa vào biểu thức công ảo của các 

lực ma sát và phản lực pháp tuyến: 

  2 1 2 1 1 1 2 1 2 2( sin( ) sin ) sin( )k ms B ms msA F x F l q q l q q F l q q q            (19) 

Từ đây tính được lực suy rộng của các lực ma sát: 

 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( sin( ) sin ); sin( )ms ms
ms msQ F l q q l q Q F l q q        (20) 

 

11 12 11 12

2 2 3 2 1 2 2 2 3 2 1 21 1 2 2

1 2

12 22 12 22 2 2 3 2 1 2

1 1 2 2

2( ) sin ( ) sin
0;

( ) sin 0

a a a a

m c m l l q m c m l l qq q q q

a a a a m c m l l q

q q q q

      
          
          
         
         

A A  (21) 

Hệ chỉ có một bậc tự do, nên  phương trình liên kết có dạng: 

 1 1 2 1 2sin sin(q q ) 0;f l q l     (22) 

Phương trình liên kết có thể được viết trong các dạng tương đương: 

 1 1( 1 2 1 2 1 2 1 2 2f l cosq - l cos(q +q ))q - l cos(q +q )q =0  (23) 

Ma trận D cỡ (1x2)  ứng với liên kết ràng buộc cơ hệ được khảo sát có dạng: 

   1 1
12 12

2 1 2

cos
1 ; 1

cos( )

l q
d d

l q q
  


D  (24) 

Phương trình (10) được viết như sau: 
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 11 1 12 2 1 12 12 1 22 2 2( ) ( ) 0a q a q Q d a q a q Q       (25) 

Trong đó: 

 

1 1 11

1

2 22

2

;qt ms

qt ms

Q M q Q Q
q

Q F Q Q
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 (26) 

Với: 

 
2

2 2 3 2 1 2 1 1 21

2
2 2 3 2 1 2 12

( ) sin ( 2 );

Q ( ) sin

qt

qt

Q m c m l l q q q q

m c m l l q q

   

 
 (27) 

Còn phương trình (9) có dạng: 

                      
2

2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

2
2 1 2 2 2 1 2 1 2

( sin( ) ) sin( ) ( sin( ) )

sin( ) 2 sin( ) 0

1 1 1 1f l q q l sinq q l q q q l q q l sinq q

l q q q l q q q q

       

    
          (28) 

Để thiết lập hệ thức xác định lực ma sát ta tách thanh truyền AB và áp dụng phương pháp Tĩnh 

hình học- Động lực và sử dụng Định luật ma sát Cu lông. Hệ lực quán tính của khâu AB được thu về 

khối tâm 2C  được một lực và một ngẫu lực (Hình 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Các lực quán tính và mô men quán tính thu gọn về khối tâm C2 được tính như sau: 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 22 2; ( )qt qt
C C CC CR m a m x i m y j M J J q q           (29) 

Trong đó: 

 

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

C2 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2

2
2 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2 2 1

cos( );y l sinq c sin(q q );

x ( sin( ) sin ) sin( ) ;

( sin( ) sin ) sin( ) ( cos( ) cos )

cos( ) 2 cos(

C C

C

x l cosq c q q

c q q l q q c q q q

x c q q l q q c q q q c q q l q q

c q q q c q

     

    

       

    2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

2 1 2 1 2

)

( cos cos( )) cos( ) ;

( cos cos( )) cos( )

        ( ) ) ( ) 2 sin( )

C

C

2 2
2 1 2 1 1 1 2 1 2 2

q q q

y l q c q q q c q q q

y l q c q q q c q q q

c sin(q +q - l sinq q +c sin q +q q c q q q q

    

    

  

 (30) 

 

Phương trình mô men các lực với điểm A: 

 

 



6 Đỗ Đăng Khoa, Phan Đăng Phong, Đỗ Sanh   

 2( ) ( - ) ( )qt
A B ms 2 C2 3 B B 3 2 C2Cm F M y F +F - m x m x + x N - m g - m y =0    (31) 

Trong đó: 

   

2 1 2) 2 1 2

2 1 2 1 1 1 2 1 2

2
2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2 2 1 2 1 2

cos( ; sin( )

( sin( ) sin ) sin 0

( sin( ) l sinq )q sin( ) ( cos( ) cos )

cos( ) 2 ( )

B B

B

B

ms

x l q q y l q q

x l q q l q q l q q

x l q q l q q q l q q l q q

l q q q l cos q q q q

F f N sign

     

    

       

   

  ( );Bum x

  (32) 

Các lực quán tính đặt vào con trượt B được tính như sau: 

 3
qt

BBF m x i   (33) 

Phương trình (31) có kể đến (29) và (33) có dạng: 
 

A A 3

3

2

( ) ( ) m ( ) m ( ) ( ) ( )

( )( ) + ( ) ( )[( ( ) )

) ( ( )) (

qt qt qt
A A ms A A 2 1 2BC C

ms
2 1 2 ms 2 2 1 2 2 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2

m F M m F F F F m N P -J q +q

F
-l sin q +q F + F m g m c sin q +q c sin q +q - l sinq q

f

+c sin(q +q q + l cosq - c cos q +q q +c cos q +q

       

 



1 2 1 2

) ( ) ]

( )[( ( )) ( ) ( ) - )

2sin( )

2
2 2 1 2 1 2

2
2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2

q +2c cos q +q q q

+m c cos q +q l cosq - c cos q +q q - c cos q +q q +(c cos q + q l sinq q

+c sin(q +q )q q q q q 

       (34)                                                                                                                                  

Bằng cách này chuyển động của cơ hệ được xác định từ hệ phương trình (25), (28) và (34). Việc thiết 

lập phương trình bổ sung (34) có thể nhận  được bằng nhiều cách khác nhau. 

Kết quả giải bằng số được thực hiện với bộ số liệu: J1 := 15 kgm2, J2 = 0.1 kgm2, m2 =0 .1 kg, m3= 1.5 

kg, f = .25, M = 0.5 Nm, l1 = 1 m, l2 = 10 m, g = 10 m/s2, F = 5.5 N, = 0.01, c2 = 5 m. 

Với điều kiện đầu 1(0)
6

q


 rad, 2 (0) 0.0834q  rad, 1(0) 0.001q  rad/s, 2 (0) 0.001q   rad/s. Thời 

gian tính toán khoảng 20 s. Đồ thị vị trí 1q và 2q được thể hiện trên hình 3. Đồ thị vận tốc góc 1q  và 2q  

được thể hiện trên hình 4 và đồ thị lực ma sát được thể hiện trên hình 5. 

 

 

 

Hình 3. Đồ thị vị trí 1q và 2q  

 

Hình 4. Đồ thị vận tốc góc 1q  và 2q  
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4. Kết luận 

Trong bài báo đã sử dụng dạng phương trình tránh sử dụng các nhân tử Lagrange để khảo sát 

chuyển động các cơ hệ liên kết [11] cùng với việc kết hợp với định luật ma sát Cu lông để khảo sát 

chuyển động  các cơ cấu máy có ma sát. Bài báo đã minh họa cho trường hợp cơ cấu tay quay con trượt 

có ma sát tại rãnh trượt, tức ma sát ngoài. Tuy nhiên phương pháp đề xuất  cũng cho phép khảo sát các 

cơ cấu máy chịu ma sát trong (ma sát giữa các bộ phận chuyển động của máy). 
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